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要  旨 

 

電力システム改革に基づく小売電力完全自由化を背景に，日本卸電力取引所 (JEPX) にお

ける卸電力の取引所取引が，現在，注目を浴びている．特にスポット電力市場は，2016 年

度実績で約定量が総需要の 3%程度に達し，2005 年の開設以来，継続的な取引が行われてい

る．一方，先渡市場については，開設から 10 年以上が経過した現在においても，取引は年

に十数件程度とデータがまばらにしか観測されず，実績先渡価格のみから先渡価格のモデル

を構築することは困難である．そこで本研究では，現時点で連続的なデータが観測される

JEPX スポット価格をベースに, 価格予測の考え方を用いて先渡価格モデルを構築すること

を考える． 

本論文では，JEPX スポット価格の対数系列をトレンドと残差に分解し，金融工学分野に

おけるデリバティブ価格付け手法の一つである測度変換を適用することで先渡価格を導出

する．具体的な手順は以下の通りである．まず，JEPX スポット価格系列を確定的なカレン

ダーパラメータのトレンド関数とそれ以外の残差項を用いて表現し，残差項を状態空間モデ

ルとして記述する．つぎに，残差に対して時系列モデルを当てはめ，残差の条件付期待値か

ら将来価格を予測するスポット価格予測モデルを構築する．さらに，スポット価格予測モデ

ルに対して，測度変換手法の一つであるエッシャー変換を適用し，先渡価格を定式化する．

最後に実証分析を実施し，スポット価格の実績データに対して提案手法を適用した際の先渡

受け渡し期間におけるスポット価格の予測精度，および実績先渡ペイオフから推定されるリ

スク回避度について考察する． 
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1 はじめに

日本卸電力取引所 (Japan Electric Power Exchange; JEPX) は，現物電力の上場取引が可能な国内唯一の電力市場で

あり，翌日のスポット電力やあらかじめ定められた将来期間の先渡電力など，いくつかの商品が上場取引されている [11]．

中でも，翌日受け渡しの電力を売買するスポット市場は，2005年 4月 1日の開設からすでに 10余年が経過し，近年で

は取引規模も拡大しデータの蓄積も着々と進んでいる．また，このような実績データの蓄積に伴い，JEPXの取引価格

を対象とした電力価格のモデル化や実証分析についての研究も盛んになりつつある [8, 10, 12, 13, 18]．さらに，東京商

品取引所 (TOCOM) が JEPXスポット価格を原資産とする電力先物の上場を目指すなど，電力価格変動リスクに対する

ヘッジ手段としてのデリバティブを利用する環境が，現在急速に整いつつある．

JEPXにおけるスポット電力市場では，北海道，東北，東京，中部，北陸，関西，中国，四国，九州のエリアごとに，

1日につき 30分 (0.5時間)単位の送電に関する 48商品が上場取引されている．エリアごとの価格はエリアプライスと呼

ばれ，エリア間をまたいで全量の送電が可能な場合は共通のエリアプライス，全量を送電できない場合は異なるエリア

プライスで約定される．仮にエリア間をまたぐ送電に制限がなく，全国共通の価格で取引可能と仮定して計算した価格

はシステムプライスと呼ばれ，国内卸電力市場の取引価格指標として，JEPXがエリアプライスの実績値とともに公開

している．このようなスポット市場については，約定量が 2016年度実績で全電力需要の 3%程度に達するなど，取引量

は増加傾向にある．

一方，JEPXにおける先渡契約は，2009年 4月より上場取引されているものの，取引実績は年に数件程度に留まって

いる．その主な理由としては，以下の 2点が挙げられる．

1. 電力は貯蓄することが困難で，通常の金融資産に対する派生証券のように，原資産であるスポット電力を用いた先

渡価格のヘッジができない，すなわち市場が非完備であること．

2. 売り手側，買い手側ともに，先渡ペイオフの損失リスクに対するリスクプレミアムを要求するため，リスクプレミ

アムの分，売り入札価格は上昇，あるいは買い入札価格はディスカウントされることで，より取引が成立しにくく

なること．

上記項目 1の市場の非完備性は，Black-Scholesモデル [1]に代表される，通常の金融資産に対するデリバティブの価格

付け手法をそのまま適用することができないことにつながり，この点も先渡の価格付け問題を困難にしている．

以上を念頭に，本研究では，JEPX先渡価格を導出するための理論的枠組みを提案し，さらに実データによってその

有効性を検証することを目的とする．具体的には，JEPXスポット価格の対数系列をトレンドと残差に分解し，金融工

学分野におけるデリバティブ価格付け手法の一つである測度変換を適用することで，先渡価格を導出することを考える．

まず，JEPXスポット価格系列を確定的なカレンダーパラメータのトレンド関数とそれ以外の残差項を用いて表現し，残

差項を状態空間モデルとして記述する．つぎに，残差に対して時系列モデルを当てはめ，残差の条件付期待値から将来

価格を予測するスポット価格予測モデルを構築する．さらに，スポット価格予測モデルに対して，測度変換手法の一つ

であるエッシャー変換を適用し，先渡価格を定式化する．また実証分析においては，季節性・曜日祝日・長期トレンドを

一般化加法モデルを用いて表現した上で，残差に対して時系列モデルを適用するというアプローチで, 提案手法を用いた

際の将来価格予測とその精度，および先渡価格実績値のリスクプレミアムについて考察する．なお，一般には，原資産

の受け渡し, 差金決済, 値洗いの有無で先渡と先物を区別する場合があるが，本論文では両者を明確には区別せず，現在
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JEPXで取引されている，システムプライスと先渡価格の差額で満期時点の決済が行われる契約を先渡 (あるいは先物)

契約として取り扱うものとする．

2 本論文における先渡価格付けの基本的な考え方

本節では，JEPXで取引される先渡契約の概要を述べ，先渡モデルを構築する上での問題点，および本論文でのアプ

ローチについて説明する．

2.1 JEPX先渡取引の概要

JEPXにおける先渡は，事前に約定した先渡価格で，一定電力を一定期間取引することを想定した契約であるが，実

際の清算は，将来の取引期間におけるシステムプライスと固定価格との間の差金決済によって行われる [11]．例えば，将

来の販売電力価格を固定しておきたい発電事業主は，先渡契約を結んだ上で当該期間においてスポット市場に売り入札

を行うことで，先渡の取引期間においては，固定価格で売電するのと同等の効果が得られる. ただし，スポット市場にお

いてはシステムプライスではなくエリアプライスで取引されるため，システムプライスとエリアプライスの差額によっ

て損失が生じる場合もある. なお，本論文においては，先渡取引の対象となる将来期間を，便宜上，受け渡し期間と呼ぶ

ことにするが，先渡契約自体は差金決済によって処理されるので，厳密には (スポット電力の)受け渡しまでは契約に含

まれないことに注意する．

JEPX先渡契約は，全日 24時間の受け渡し電力に対する 24時間型と，土日祝日を除く平日 8時–18時の電力のみを対

象とする昼間型に分類され，それぞれ，1週間，1ヶ月，1年間のいずれかの将来期間 (受け渡し期間)において取引を行

う. また，1年間の先渡は受け渡し開始日の 3年前から前々月末まで，1ヶ月の先渡は受け渡し開始日の 1年前から前々

月 19日まで，1週間の先渡は受け渡し開始日が属する月の前々月 20日から受け渡し開始日の 3日前までが約定可能期

間 (JEPXへの入札および落札可能期間)としてそれぞれ設定されている.

2.2 スポット価格と先渡キャッシュフロー

以下，先渡における買い手側・売り手側のキャッシュフロー (CF)を定式化する．定式化においては，記法を簡単にす

るため，受け渡し期間が連続的である 24時間型を取り扱うが，昼間型も同様に設定可能であることに注意する．

第 t日 (t = 0, 1, 2, . . .)におけるシステムプライスの日次平均 (24時間の 1kWhあたりの平均価格)を Stと表記し，受

け渡し期間を将来の第 T0 日からm日間とする先渡契約を考える．先渡の約定価格 (先渡価格)を F
(m)
t,T0
とすると，買い

手側からみた先渡 CFは，次式のように，システムプライスと先渡価格の差額の累積値によって定義される [11]．

T0+m−1∑
T=T0

[
ST − F

(m)
t,T0

]
=

T0+m−1∑
T=T0

ST −m× F
(m)
t,T0

(2.1)

以降，日次平均価格 St を，単にスポット価格と呼ぶことにする．

JEPXで取引される先渡契約においては，例えば受け渡し期間が 1ヶ月のもの (すなわち月次先渡契約)であれば，各

月の 1日から月末までが受け渡し対象期間となり，同一時点に全ての先渡が約定されれば，最大 11個の月次先渡価格が

3



観測されることになる．このように，同一時点で観測される受け渡し対象期間 (この例では受け渡しを行う月)の異なる

先渡価格を，受け渡し開始日までの日数 (あるいは月数)を横軸として表示した曲線はフォワードカーブと呼ばれる．仮

に，先渡市場が流動的で毎月必ず全ての先渡契約が約定するようであれば，一定期間に観測されるフォワードカーブの

系列を用いて, 先渡価格やフォワードカーブのモデル化を行うことが期待されるが，JEPXにおける先渡は約定が年に数

回と流動性が低く，先渡価格の実績値から直接，先渡価格のモデルを導出することは困難である．

一方，先渡契約自体は，各日におけるスポット価格とあらかじめ決められた先渡価格との差金決済によって取引が実行

されるため，純粋にファイナンス問題として捉えることができる．特に，スポット電力を原資産とみなせば，JEPX先

渡は派生証券契約の一種であり，変動価格 (スポット価格)と固定価格 (先渡価格)のスワップ取引を定義しているものと

考えられる．そのため，通常の金融資産と同様に，金融工学手法を用いた派生証券価格付け手法の適用による，先渡の

理論価格やフォワードカーブモデルの導出が期待される．以上を背景に，本論文では，JEPX先渡をスポット価格を原

資産とする派生証券契約と捉え，金融工学手法を適用することで先渡価格のモデルを構築することを考える．

2.3 日次先渡価格と金融工学アプローチ

先渡価格 F
(m)
t,T0
は，受け渡し期間によってmの値が異なるため，1週間 (7日間)，1ヶ月間，1年間など，異なるmに

対して先渡モデルを構築する必要がある．一方，以下のようにm = 1とした日次の先渡価格に対するモデルを導入すれ

ば，任意の受け渡し期間mに対する先渡価格 F
(m)
t,T0
を，日次先渡価格の平均値として表現可能であることを示すことが

できる．また，このような日次先渡価格は，St を原資産とする派生証券の一つと捉えることができ，金融工学アプロー

チを適用する上でも取り扱い易い．

本論文では，受け渡し期間がm = 1の先渡価格を，

Ft,T := F
(1)
t,T (2.2)

のように記述し，Ft,T を用いて，任意のmに対する先渡価格 F
(m)
t,T0
を表現することを考える．第 T0 日からm日間受け

渡しを行うことを想定し，契約時点 tにおいてm日分の日次先渡契約を結ぶとすると，m個の日次先渡による買い手側

ペイオフは以下のように与えられる．

T0+m−1∑
T=T0

[ST − Ft,T ] =

T0+m−1∑
T=T0

ST −
T0+m−1∑
T=T0

Ft,T (2.3)

一方，F (m)
t,T0
によって与えられる先渡ペイオフは，(2.1)式によって与えられるのだが，無裁定の下，(2.1)式の右辺と (2.3)

式の右辺は互いに等しくなければならないので，次式の関係が成り立つ．

m× F
(m)
t,T0

=

T0+m−1∑
T=T0

Ft,T ⇔ F
(m)
t,T0

=
1

m

T0+m−1∑
T=T0

Ft,T (2.4)

このように，受け渡し期間がm日間の先渡価格は，m個の日次先渡価格の平均によって与えられることが分かる．

(2.3)式の左辺における個別の日次先渡によるペイオフ

ST − Ft,T , T = T0, . . . , T0 +m− 1
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は ST の関数であり，スポット価格 St を原資産とする派生証券契約と捉えることができる．このような派生証券契約の

価値 (本論文の場合は先渡価格)を求めるにあたり，Black-Scholes理論 [1]に代表される金融工学アプローチにおいては，

まず，以下の 2つのステップの適用可能性が検討される．

Step 1: 原資産価格 St をモデル化し, 市場の完備性をチェックする．

Step 2: 市場が完備であれば，無裁定価格理論を適用し (唯一の)無裁定先渡価格を導出する．

市場の完備性とは，派生証券のペイオフ (本論文の場合は先渡ペイオフ)が，原資産と無リスク資産のポートフォリオに

よって複製可能であることを示す．金融派生証券理論における Black-Scholesモデルの場合，原資産取引が可能かつ原資

産価格の挙動が幾何ブラウン運動としてモデル化されるのであれば，無裁定の下，市場は完備であることを示すことが

できる．ところが，電力の場合，一般に市場の完備性は満たされない．これは，電力は貯蔵することができず発電した

電力はすぐに消費されなければならないため，現時点のスポット電力を，将来期間 (例えば先渡の受け渡し期間)に受け

渡すことができないことに起因する．

3 測度変換を用いた先渡価格

市場が非完備である場合，複製ポートフォリオを構成することができず，原資産と無リスク資産を利用した先渡ペイ

オフのヘッジは困難である．結果として，売り手側，買い手側ともに損失リスクが存在し1，これらの損失リスクに対す

るリスクプレミアムをどのように考慮するかが，先渡に対する価格付けモデル導出のポイントとなる．本論文では，こ

のようなリスクプレミアムを考慮した先渡価格を導出するため，以下に導入する測度変換を適用することを考える．

3.1 Esscher変換による先渡価格

まず，以下のように JEPXスポット価格の対数系列を，カレンダートレンド f(t)と残差項 ηt を用いて表現する．

lnSt = f(t) + ηt ⇔ St = exp [f(t) + ηt] (3.1)

(3.1)式において，f は時点 tを引数とする確定的な関数であるが，ここでは時点の関数であることを明示的に表すため

f(t)と表記していることに注意する．また，実確率上の確率空間を (Ω, F , P)，{ηt}によって生成されるフィルトレー

ションを {Ft}とすると，時点 tを添え字としてもつ変数は，Ft-可測な確率変数を表す．

仮に先渡市場における全ての投資家がリスク中立，すなわち，将来のスポット価格の変動に対してリスクプレミアム

を要求しないのであれば，先渡価格は実確率測度 P上での ST の期待値 (平均)によって与えられる．一方，例えば売り

手側が将来の原資産価格の変動に対してリスクプレミアムを要求する場合，リスクプレミアムを上乗せした価格で入札

を行うであろう．また，買い手側がリスクプレミアムを要求する場合は，リスクプレミアムの分，ディスカウントして

入札することが考えられる．測度変換とは，不確実な支払額をもつ商品 (あるいは契約)の価値を計算する際に，実確率

1例えば，将来時点における燃料価格の高騰等で，発電コストが先渡契約時に見積もった値を上回れば，契約時に約定した先渡価格で売電すること
は，売り手側発電事業主にとって損失につながる．また，買い手側小売り事業主にとっても，電力需要が想定したものより低い場合に余剰電力が発生
するなどの損失が発生する可能性がある.
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測度 Pを変換することで，売り手側，あるいは買い手側リスクプレミアムを反映した価格を，変換後の確率測度 P̃上の

期待値として導出する手法である．

派生証券価格付けにおける測度変換の役割については，文献 [5]で体系的に論じられている．本論文では，そこで取り

扱われている測度変換の一つである Esscher変換を JEPX先渡価格の導出に用いる．Esscher変換とは，本来，将来の保

険金支払額変動の不確実性に対するリスクプレミアムを反映した保険価格導出手法であるが，派生証券価格付けの観点

からは，Esscherパラメータと呼ばれる資産価格変動要因に関するリスク回避係数を用いて，測度変換を定義する手法と

捉えることができる2.

まず，文献 [5]と同様に，Esscher変換における測度変換を与える確率過程 Zt を以下の通り導入する．

Zt := E
[

eληT

E [eληT ]

∣∣∣∣Ft

]
, 0 ≤ t ≤ T (3.2)

このとき，Esscher変換を適用した先渡価格 Ft,T は, 次式で与えられる．

Ft,T = Ẽ [ST |Ft] =
1

Zt
E [STZT |Ft] , 0 ≤ t ≤ T (3.3)

ただし，T は先渡満期時点，λは Esscher係数と呼ばれるパラメータであり，Ẽは，次式を満たすリスク中立確率測度 P̃

の下での期待値オペレータである3．

P̃ (A) := E [IAZT ] , A ∈ FT (3.4)

{ηt}がガウス過程であれば4，P上での ηT の積率母関数は ψηT
(u) = E [exp (uηT )] = exp

(
u2σ2

ηT
/2
)
である (ただし，

σηT
は ηT の標準偏差)．一方，P̃上での ηT の積率母関数は，

ψ̃ηT (u) = Ẽ [exp (uηT )] = E [exp (uηT )ZT ]

= E [exp ((u+ λ) ηT )] /E [exp (ληT )] = ψηT
(u+ λ) /ψηT

(λ)

= exp
(
uλσ2

ηT
+ u2σ2

ηT
/2
)

(3.5)

であり，結果として ηT の確率分布は，P̃上では平均が λσ2
ηT
だけシフトすることが分かる．ST = ef(T )+ηT であるの

で，ηT の平均が正方向にシフトすれば，時点 0における先渡価格 (すなわち F0,T )は上昇する．λ = 0の場合において

F0,T |λ=0 = E [ST ]であるので，λ > 0の際に F0,T > E [ST ], λ < 0の際に F0,T < E [ST ]が成り立つ．本論文では，保険

価格に対して Esscher変換を適用する場合と同様，λ > 0の場合を先渡価格に対する正のリスクプレミアム，λ < 0の場

合を先渡価格に対する負のリスクプレミアムと呼ぶことにする．

リスクプレミアムが正である先渡価格で約定することは，売り手側発電事業主が要求するリスクプレミアムに買い手

側が同意した状態であると考えることができる．買い手側である小売り事業者としては通常，需要変動の不確実性の分，

先渡価格に負のリスクプレミアム (原資産の期待値からのディスカウント)を要求するはずであるが，一方で買い手側が

正のリスクプレミアムに同意することは，将来の電力需要を賄うための電力を事前に固定価格で確保することによる利

便性の対価と解釈される．同様のことは，買い手側の要求するリスクプレミアムに売り手側が同意するケースでも考え

られ，リスクプレミアムが負である先渡価格で約定することは，発電電力の売電先を事前に固定価格で確保することに

よる利便性の対価と考えられる．
2文献 [5] では，Esscher 変換を指数関数として表現された正の確率変数による測度変換と位置づけ，他の保険価格付け手法や金融デリバティブの

価格付け手法，および期待効用による価格原理に関連する一般的な枠組みとして議論している.
3測度変換を用いた条件付期待値については，ベイズの定理 (例えば [5, 16] 参照) から計算される.
4第 3.2 節の状態空間モデル (3.6) に従う場合，{ηt} はガウス過程である.
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3.2 状態空間モデルと予測値の計算

本論文では，{ηt}が以下の状態空間モデルに従うケースを取り扱う． xt+1 = Axt +Bwt

ηt = C⊤xt
(3.6)

ただし，A ∈ ℜn×n, B ∈ ℜn×l, C ∈ ℜn は定数行列 (あるいはベクトル) であり，xt ∈ ℜn は状態変数ベクトル，

wt ∼ N (0, Σ)は l次元ホワイトノイズ (Σ ∈ ℜl×l は分散共分散行列)である．なお，(3.1), (3.6)式で与えられる原資産

価格の表現は，付録 Aで示すファクターモデルに加え，下記のような線形時系列モデルを含んでいる5．

AR (p) : ηt = a1ηt−1 + · · ·+ apηt−p + c+ εt (3.7)

ARMA(p, q) : ηt = a1ηt−1 + · · ·+ apηt−p + b1εt−1 + · · ·+ bqεt−q + c+ εt (3.8)

このことは，{ηt}がARモデル (3.7), あるいはARMAモデル (3.8)に従う場合，状態変数を適切に設定することで，(3.6)

式のように状態空間表現されることから確認できる [4]．いずれのケースも，(3.1)式における残差の系列 {ηt}は，ガウ

ス過程として与えられる6．なお，本論文の実証分析においては，簡単のため，AR (p) を用いて {ηt}をモデル化する.

先渡価格を導出する前に，残差系列 {ηt}が状態空間モデル (3.6)に従う場合の，将来時点 T における残差 ηT , および

原資産 ST の予測値を計算しよう．まず，(3.6)式より，ηT は次のように表現される．

ηT = C⊤
T−t∑
s=1

AT−t−sBwt+s + C⊤AT−txt (3.9)

このとき，時点 t ∈ [0, T ]における ηT の予測値は，以下に定義する条件付き期待値 gt,T によって与えられる．

gt,T := E [ηT | Ft] = C⊤AT−txt (3.10)

また，ηT − gt,T は ηT の予測誤差を表し，

ηT − gt,T = C⊤
T−t∑
s=1

AT−t−sBwt+s (3.11)

のように時点 t + 1以降のホワイトノイズにのみ依存するので，Ft と条件付独立である．よって，ST の条件付期待値

E [ST | Ft]は，以下のように計算される．

E [ST | Ft] = E
[
ef(T )+ηT

∣∣∣Ft

]
= ef(T ) E

[
e(ηT−gt,T )+gt,T

∣∣∣Ft

]
= ef(T )+gt,TE

[
eηT−gt,T

]
(3.12)

(3.12)式は，このような ST の条件付き期待値 E [ST | Ft]が，残差予測誤差 ηT − gt,T の分布によって与えられることを

示す．

5ただし，ai, bj , c は定数，{εt} はホワイトノイズである.
6{ηt} が加法モデルに従う場合も，本論文と同様の先渡価格の導出が可能であるものと考えられるが，今後の課題としたい.
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3.3 先渡価格の導出

最後に，(3.3)式で与えられる Esscher変換を適用した先渡価格を導出する．gt,T は Ft-可測な確率変数，ηT − gt,T は

Ft とは条件付き独立であるので，(3.2)式の Zt は以下のように計算される．

Zt = Ẽ
[

eληT

E [eληT ]

∣∣∣∣Ft

]

=
Ẽ
[
eλ{(ηT−gt,T )+gt,T }

∣∣Ft

]
E
[
eλ{(ηT−gt,T )+gt,T }

]
=

eλgt,T Ẽ
[
eλ(ηT−gt,T ) |Ft]

E
[
eλ(ηT−gt,T )

]
E [eλgt,T ]

=
eλgt,T

E [eλgt,T ]
(3.13)

従って，先渡価格 Ft,T は次式を満たす．

Ft,T = Ẽ [ST | Ft

]
=

1

Zt
E [STZT | Ft]

=
E
[
eλgt,T

]
eλgt,T

E
[
ef(T )+ηT

eληT

E [eληT ]

∣∣∣∣Ft

]
= ef(T )E

[
eλgt,T

]
eλgt,T

E

[
e(λ+1){(ηT−gt,T )+gt,T }

E
[
eλ{(ηT−gt,T )+gt,T }

] ∣∣∣∣∣Ft

]

= ef(T )+gt,T
E
[
e(λ+1)(ηT−gt,T )

]
E
[
eλ(ηT−gt,T )

] (3.14)

なお，(3.14)式の先渡価格は，キュムラント母関数を介して，ηT − gt,T の標準偏差 σηT−gt,T の関数として理論的に表

現可能であるが (付録 B.1参照)，第 5節の実証分析においては，分析期間における先渡価格を導出するにあたり，残差

予測誤差 ηT − gt,T の標本分布を利用して計算することを考える．次節では，このような実証分析で適用する先渡価格の

計算手順について説明する．

4 カレンダートレンド・残差予測値と先渡価格の計算手順

具体的な実証分析結果を示す前に，本節では，(3.1)式におけるカレンダートレンド f(t)と残差予測値の推定方法，お

よび実績データと予測値に基づく先渡価格の計算手順について説明する．

4.1 GAMによるカレンダートレンドの抽出

電力は，気温の影響によって需要が変化するため，価格特性が時間帯ごとに異なることが想定される. また，同一時間

帯の価格データを時系列でみた場合，周期性による電力需要の変化や，曜日・休日の影響などのカレンダー特性をもつ

ことが考えられる．これらの特徴を勘案し，論文 [19]では，時間帯ごとの価格データを一つの系列として，周期性，曜

日効果，休日効果を抽出し，残差成分に対して多変量時系列モデルを構築するという方針で，時間帯価格予測のための

8



モデル化を行った. 本論文では，そこでの考え方を日次平均価格 St の対数系列に適用し，lnSt, t = 1, . . . , N に対して，

次式を満たす一般化加法モデル (Generalized Additive Model; GAM [7])を構築することを考える7.

lnSt = f(t) + ηt

≡ h (Seasonalt) + β1Mont + β2Tuet + · · ·+ β6Satt + β7Hoildayt + β8Periodt + ηt (4.1)

ただし，hは GAMで推定する平滑化スプライン関数，βi, i = 1, . . . , 8は回帰係数，ηt は E [ηt] = 0を満たす残差項で

あり，各変数は次のように定義される．

Seasonalt: 周期性トレンドを表す年次周期ダミー変数 (= 1, . . . , 365 (or 366)).

Mont, Tuet, . . . , Satt: 曜日効果を表すダミー変数. 例えばMont =1 (月曜) or 0 (それ以外) など．

Holidayt: 休日効果を表すダミー変数 (土日祝日なら 1，それ以外 0)．

Periodt: 長期線形トレンドを表す日次ダミー変数 (= 1, . . . , N).

GAM (4.1)における残差以外の項は，長期トレンド，周期性トレンド，祝日・曜日トレンドを表す日付や曜日に関する項

であり，カレンダー・トレンドを表す関数 f(t)を与える．このように，lnStは，GAM (4.1)を適用することにより，カ

レンダー・トレンド f(t)と残差項 ηtに分解される．なお，1年周期の季節性を表す季節性トレンド関数 hを推定する年

次周期ダミー (周期性ダミー)は，データの起点から 1年周期で順番に 1から 365 (ダミー変数を割り当てる期間に 2月

29日が含まれる場合は 366) を順次割り当てた変数である. このような周期性ダミーについての平滑化スプライン関数 h

であるが，GAM (4.1) をそのまま適用した場合，ダミー変数の始点と終点においてスプライン関数が接続しないという

問題がある．また，うるう年の 2月 29日を含む場合に周期が 366日となり，厳密には 1年は同一周期でないことも考慮

する必要がある．

本論文では，これらの課題に対応するため，線形回帰モデルY = Xb + e (ただし，Y は被説明変数の標本ベクトル，

X は説明変数の標本行列, e は残差ベクトル) において，
Y

Y

Y

 =


X

X

X

 b +


e

e

e

 (4.2)

のように変数を重複させても回帰係数の推定値は同じ (b̂ =
(
X⊤X

)−1

X⊤Y )であることを利用し，ダミー変数の始点

と終点で平滑化スプライン関数 hが近似的に接続するように，GAM (4.1)を構築することを考える．具体的な手順は以

下の通りである．

1. Y を被説明変数 (本分析では時間帯価格)の標本ベクトル，X を周期性ダミー以外の説明変数の標本行列，S (i)を

1年周期が下記 (a), (b), (c)で定義される Seasonal
(i)
t (i = 1, 2, 3)の標本ベクトルとする．

(a) 2月 29日を含む期間:

Seasonal
(1)
t = −365, . . . , 0, Seasonal

(2)
t = 1, . . . , 366, Seasonal

(3)
t = 366, . . . , 731

7本論文では，R3.0.2 (http://cran.r-project.org/) のパッケージ mgcv 内の関数 gam() を用いて GAM を構築する．なお，gam() では，平
滑化パラメータの算出に一般化クロスバリデーション規準 [17] を採用している.
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(b) (a)の翌期:

Seasonal
(1)
t = −364, . . . , 0, Seasonal

(2)
t = 1, . . . , 365, Seasonal

(3)
t = 367, . . . , 731

(c) 上記以外:

Seasonal
(1)
t = −364, . . . , 0, Seasonal

(2)
t = 1, . . . , 365, Seasonal

(3)
t = 366, . . . , 730

2. 次式で与えられる被説明変数の標本ベクトル，説明変数の標本行列の組について，GAM (4.1)を当てはめる．
Y

Y

Y

 ,


S (1) X

S (2) X

S (3) X

 (4.3)

3. Seasonal
(2)
t = 1, . . . , 365 (366)の場合の平滑化スプライン関数を周期関数として採用する．

GAMを適用した分析手法であるが，回帰分析に基づくため，他の説明変数を加えることが可能であり，かつ一つの分

析モデルで時間価格に対する説明変数の有意性等を評価することができるなどの利点がある8. また，うるう年 (2月 29

日を含む期間)においてデータを 1日分削除しないですむので，週次予測を行う際に曜日がずれないなど，予測評価にも

適している.

(4.1)式を用いて先渡価格を計算する場合，本来はカレンダートレンドを与える関数 f も将来時点のデータに依存する

不確実性をもつ．すなわち，GAM (4.1) における平滑化関数 hや回帰係数 βi, i = 1, . . . , 8は過去データから推定され

るため，将来の観測データによって変動する．本論文では，このようなカレンダー・トレンドの汎化性に関しては今後

の課題とし，分析に際しては全てのデータ期間 t = 1, . . . , N で共通のカレンダートレンド関数 f を用いるものとする．

4.2 残差予測誤差の推定と先渡価格の計算

つぎに，GAM (4.1) の残差 {ηt}に対して線形時系列モデルを適用し，残差予測値や残差予測誤差の分布を算出する

手順を示す．第 3.2節でも述べた通り，本論文では，{ηt}のモデルとして AR (p)を仮定する．ここでは，データ期間

t = 1, . . . , N における {ηt}について，インサンプルの学習期間として第 k日までの L個の観測データを用いて AR係数

ai, i = 1, . . . , qを推定し，アウトオブサンプルである τ 日先の ηk+τ の予測値を計算する．なお，{ηt}が AR (p)に従う

際の，ηk+τ の予測値を与える条件付き期待値は，付録 B.2の (B.4)式で導出している．

カレンダートレンドの推定を含めた先渡価格計算の具体的な手順を以下に示す．

1. 全期間 (t = 1, . . . , N)の JEPX日次スポット価格に対してGAM (4.1) を適用することによって，平滑化関数 h, お

よび回帰係数 βi, i = 1, . . . , 8 を推定し，スポット価格 St をカレンダー・トレンドと残差 ηt に分解する．

2. kを予測実施時点，Lを時点 kまでの学習期間の長さ，τ を予測ホライズンと仮定する．k = L, . . . , N − τ に対し

て以下を繰り返す．

8ただし，データを重複して推定するため t値を調整する必要がある．例えば標準的な重回帰モデルの場合，データを重複させると回帰係数の t 値
は重複の回数倍される
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(a) 学習期間の残差項に対してARモデル (3.7)を構築し9，(B.4)式を用いて条件付期待値 ĝk,k+τ := E [ηk+τ | Fk]

を計算する．

(b) ĝk,k+τ を，時点 kから τ 日後 (時点 k + τ)の残差予測値とし，予測誤差 ηk+τ − ĝk,k+τ を算出する．

3. 与えられたリスク回避係数 λ, 時点 t, 満期 T = t+ τ に対し，(3.14)式で与えられる日次先渡価格 Ft,t+τ の推定値

F̂t,t+τ (t = L, . . . , N − τ)を，次式を用いて計算する．

F̂t,t+τ = ef(t+τ)+η̂t,τ ×

N−τ∑
k=L

e(λ+1)(ηk+τ−ĝk,k+τ )

N−τ∑
k=L

eλ(ηk+τ−ĝk,k+τ )

, t = L, . . . , N − τ (4.4)

なお，精度を検証する際の比較対象としては，(状態空間モデルを介さず)時点 kの残差の値 ηk を ηk+τ の予測値とする

ランダムウォーク (Random walk; RW) 予測を用いる．例えば，上記手順において ARモデルではなく RW予測を用い

るのであれば，ĝk,k+τ は ηk の観測値に置き換わることに注意する．また，先渡価格の推定値 (4.4)において λ = 0とし

た F̂t,t+τ

∣∣
λ=0
は，時点 t+ τ における原資産価格 St+τ の条件付期待値 (の推定値)であり，原資産価格の予測値を与える．

5 実証分析

本節では，2012年 4月 1日から 2016年 12月 31日までの JEPXシステムプライスと上記期間内に取引が成立した週

間 24時間型先渡価格を用いて，提案手法を適用した際の予測精度や実績データがインプライするリスク回避係数につい

て検証する10. なお，第 2節でも述べた通り，JEPXで取引されてる先渡の受け渡し期間は，1年間，1週間，1ヶ月間

のいずれかに設定されているが，本論文では，取引成立件数が他の期間のものよりも多いこと，また 24時間連続した時

間帯を対象とし，かつ休日などが除外されないため受け渡し期間が一定であることから，週間 24時間型先渡価格の実績

データを分析に用いる．

5.1 カレンダートレンド推定結果

Fig. 5.1の棒グラフは，曜日ダミーMont, . . . , Sattの係数 β1, . . . , β6，休日ダミー変数の係数 β7 の推定値を表してい

る．また，長期トレンド変数の係数 β8，定数項 cは以下の通りである．

β8: − 4.70× 10−4, c: 2.81

なお，これらの係数は全て，0.1%未満の水準で有意であった．休日効果を表すダミー変数は土曜日を含むが，曜日ダミー

変数における土曜日の係数は正で有意なので，他の休日よりは若干であるが価格が上昇している．また，平日について

は，全てのダミー変数の係数は正であり，かつ月曜日から金曜日にかけての係数の値に大きな差異はない．
9本論文では，MATLAB モジュールである ARfit [9] (http://clidyn.ethz.ch/arfit/index.html) を用いて AR モデルを構築する．なお，

ARfit においては，次数 q は Schwarz’s Bayesian Criterion によって決定される.
10本論文で用いる JEPX スポット電力，および先渡価格に関するデータは，JEPX ホームページ (http://www.jepx.org/market/index.html)

よりダウンロードしている. なお，分析データにおけるスポット価格の時系列方向のサンプル数は N = 1, 698 (t = 1, . . . N) である.
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Fig. 5.1: βi (月–土, 休日ダミー係数)の推定値
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Fig. 5.2: GAMによる季節性トレンド関数の推定結果

Fig. 5.2の実線は，(4.1) 式の季節性トレンド関数 hの推定結果 (ただし横軸は季節性ダミー変数の値)，点線は 95%信

頼区間を示す．なお，季節性トレンド関数 hとしては，季節性ダミー変数の値が 1, . . . , 365 (366)の場合の平滑化スプラ

イン関数を採用することに注意する．このようにして抽出した周期性関数においては，冬季の 1月中旬頃，対数価格の

トレンドが最大化されることが分かる．なお，本分析におけるGAMあてはめの際の調整済み決定係数は R2 ≃ 0.619で

あり，カレンダートレンドのみで総変動の約 62%が説明されている．

5.2 予測誤差を用いた分析

つぎに，状態空間モデルを用いて残差予測を行った際の予測精度について検証する．ここでは，残差項 ηtが (3.7)式に

従うとし，予測ホライズンである τ 日後の残差 ηt+τ の条件付期待値の推定値 ĝt,t+τ を計算する．具体的には，付録 4.2で

示す予測手順を用いてアウトオブサンプルの予測誤差 ηk+τ − ĝk,k+τ を予測ホライズン τ と各時点 k = L, L+1, . . . , N−τ

(ただしLは学習期間の長さ)について求め，予測誤差の平均絶対誤差 (Mean absolute error; MAE)と標準偏差 (Standard

deviation; SD)を次式に基づいて計算することで，残差のアウトオブサンプル予測に関する予測精度について考察する．

MAE =
1

N − τ − L+ 1

N−τ∑
k=L

|ηk+τ − ĝk,k+τ | , SD =

√√√√ 1

N − τ − L

N−τ∑
k=L

{
(ηk+τ − ĝk,k+τ )− ηk+τ − ĝk,k+τ

}2
(5.1)

ただし，ηk+τ − ĝk,k+τ は ηk+τ − ĝk,k+τ の標本平均である．また，本分析においては，ARモデルを計算する際の学習

期間のサンプル数を L = 90 (日) に設定する．なお，RW予測においては，(5.1)式の ĝk,k+τ をそのまま ηk で置き換え

ることでMAE, SDが計算される．

Fig. 5.3の黒の実線は AR予測，グレーの実線は RW予測，点線は無条件の場合 (予測値を 0とした場合)の残差予測

誤差について，MAEと SDを計算した結果である．ただし，左図がMAE，右図が SDであり，横軸は予測ホライズン

τ を示す．まず，RW予測と AR予測を比較すると，MAE, SDともに予測ホライズンが長くなるにつれて予測誤差は増

12
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Fig. 5.3: 残差予測のMAE (左) と標準偏差 (右)

加傾向になるが，予測ホライズンが 90日間の場合でも，無条件の場合の予測に比べ，条件付期待値を用いることの予測

精度の向上が得られている．ただし，RW予測の方はMAEと SDが週次のトレンドをもっているのに対して，AR予測

は全体的に滑らかな単調増加関数になっている．さらに，ほぼ全ての予測ホライズンについて，AR予測の方が RW予

測に比べてMAE, SDの値が小さく，高い予測精度を達成していることが分かる．
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Fig. 5.4: 先渡価格のMAE

残差のMAE, SDを算出する際に用いた ηk+τ − ĝk,k+τ , k = L, L + 1, . . . , N − τ は予測誤差の標本分布を与えるの

で，これらの値を用いれば，予測誤差の標本分布に基づく先渡価格の推定値は，(4.4)式の F̂t,t+τ として計算される．時

点 t+ τ の原資産価格の条件付期待値 E [St+τ | Ft]の推定値 (すなわち F̂t,t+τ

∣∣
λ=0

)と実績値 St+τ との差は原資産価格の

13



予測誤差を与えるので，残差予測誤差のケースと同様に，MAEあるいは SDを計算することで，原資産価格に対する予

測精度を評価することができる．Fig. 5.4の左図は，原資産価格の実績値と予測値のMAEを次式を用いて計算した際

の，予測ホライズン τ とMAEとの関係を示す11．

MAE =
1

N − τ − L+ 1

N−τ∑
k=L

∣∣∣Sk+τ − F̂k,τ

∣∣
λ=0

∣∣∣ (5.2)

ただし，黒の実線は AR予測，グレーの実線は RW予測，点線は無条件期待値による予測を適用した際のMAEである．

残差予測値に対するMAEと同様に，予測ホライズンが長期になるにつれてMAEは増加するが，AR予測は全体的に滑

らかな単調増加関数であり，かつ，全ての予測ホライズンにおいてMAEで見積もる予測精度が高いものとなっている．

5.3 先渡価格実績値との比較

最後に，先渡価格の実績値と提案手法によって求めた先渡価格の比較を行う．分析データは，2014年度から 2015年度

にかけて取引された週間 24時間型先渡に，直近で取引されたものを加えた計 11件の先渡契約に関するデータである12．

なお，JEPXの先渡市場はザラバであり，取引成立時の先渡価格と受け渡し期間は一定期間後にデータとして公表され

ているが，取引時点については，実際に取引が成立した時点ではなく週次の期間となっている．このような契約時点が

週次期間であることを考慮するため，本節においては，提案手法を適用する際，週次期間内の異なる時点全ての先渡価

格を求めた上で，それらの平均値を採用するものとする．例えば，t0 から t1 の期間に先渡契約が成立した場合，t0 + τ

から受け渡し開始の先渡価格は，提案手法を用いて以下のように推定される．

1

t1 − t0 + 1

t1∑
t=t0

(
1

m

m−1∑
i=0

F̂t,τ+t0+i

)
(5.3)

ただし，τ は t0から受け渡し初日までの期間であり，週間 24時間型では，受け渡し期間はm = 7 (日間)である．また，

(5.3)式において λ = 0とした場合が，受け渡し期間における原資産価格平均の予測値を与える．

Fig. 5.5の左図は，受け渡し期間における原資産価格平均の実績値から予測値 ((5.3)式において λ = 0とした値)を

引いた予測誤差と，先渡ペイオフの実績値 (受け渡し期間の原資産価格平均から実績先渡価格を引いた値)を比較してい

る13. ただし，黒，グレー，白の棒グラフはそれぞれ，横軸の番号に対応する左下の日付を受け渡し初日とする先渡契約

について，AR予測による予測誤差，RW予測による予測誤差，先渡ペイオフを表示している14．

まず，先渡ペイオフについては，原資産の平均価格を先渡価格が上回る傾向にある．このことは，先渡価格にリスク

プレミアムが加味されている可能性を示唆する．実際に，3つの棒グラフ (AR予測誤差，RW予測誤差，先渡ペイオフ)

の平均を計算すると,

0.3650, 0.4699, −0.9178

11ここでは MAE のみ示すが，SD についても同様の結果が得られる.
12http://www.jepx.org/market/forward.htmlより，週間 24時間型先渡については，2014年度に 8件，2015年度に 2件の取引が成立してい
る．これに，2016 年 12 月 31 日現在で同 HP に掲載されている 12 月 24 日–12 月 30 日受け渡しの先渡を加えて分析をしている.

13JEPXで取引される先渡ペイオフは，実際には日次のペイオフの累積値によって与えられるが，ここでは，累積値を日数で割ることで平均値に換
算してペイオフを計算している.

14例えば，番号 1 の上に示される 3 つの棒グラフは，受け渡し初日が 2014 年 2 月 1 日の週間 24 時間型先渡に対してのものである.
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Fig. 5.5: AR予測と RW予測による予測誤差とペイオフの実績値 (左)，および先渡価格からインプ

ライされるリスク回避係数 (右)

であり，先渡ペイオフは 5%水準で有意な負のバイアスをもつ．一方，AR予測誤差，RW予測誤差は正のバイアスが存在

しているが，有意水準 5%では，t検定における平均 0の帰無仮説は棄却はされない．また，絶対値の平均を計算すると，

0.6265, 1.1509, 1.1011

であり，原資産価格に対する予測性という意味では，本例においては AR予測が最も高い精度を達成している．

Fig. 5.5の右図は，先渡価格の推定値が実績値と等しくなるように最適化を行った際の最適な λの値を表示したもの

である．ただし，黒の棒グラフは AR予測，白の棒グラフは RW予測の結果を示す．これらのグラフから，AR予測を

用いた場合は，全ての番号において正のリスクプレミアムが観測されることが分かる．また，受け渡し期間が夏季であ

る 8番目から 10番目にかけてのリスクプレミアムが相対的に高い値となっているが，このようなリスクプレミアムの季

節性については，今後，先渡の実績価格が増えるにつれて明らかになることが期待される．

Fig. 5.6と Fig. 5.7は，Fig. 5.5における 11件の先渡契約のうち，ペイオフの絶対値が最も高い 8番の先渡契約と最

も低い 11番の先渡契約について，受け渡し初日を 0として −1,−2, . . . ,のように遡った時点における先渡価格推定値の

時系列を，AR予測 (左図)と RW予測 (右図)のそれぞれについて表示したものである．ただし，黒の実線が先渡価格の

推定値，グレーの実線が λ = 0の場合の原資産価格予測値，点線は各時点の日次スポット価格 (システムプライスの日次

平均)である．また，x軸に水平な 2本の線のうち，破線は先渡価格実績値，一点鎖線は受け渡し期間の原資産価格平均

の実績値を表す．垂直な 2本の直線は，この期間に先渡取引が成立したことを意味し，この期間の先渡価格の平均が先

渡価格実績値と一致するように，Fig. 5.5の λは計算されている．

まず，AR予測値と RW予測値を比較すると，左図の AR予測の結果の方が全体的に滑らかであり，右図の RW予測

は日次スポット価格と同様にばらつきが大きいことが分かる．これは，RW予測の場合，各時点の残差観測値が将来時点

の残差予測値を与えるため，先渡価格の推定値も各時点のスポット価格 (日次価格)に連動して推移することによる．一

方，AR予測の場合は，残差予測値がラグによって与えられる範囲の観測値全てに依存するため，個別時点におけるス

15
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Fig. 5.6: 受け渡し期間が 2014年 7月 5日から 7日間の先渡価格に対する AR予測結果 (左)と RW予測結果 (右)
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Fig. 5.7: 受け渡し期間が 2016年 12月 24日から 7日間の先渡価格に対する AR予測結果 (左)と RW予測結果 (右)
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ポット価格の影響が平滑化され，滑らかな (ばらつきの少ない)系列になるものと考えられる．電力価格の場合，ある時

点の価格が突出して跳ね上がる価格スパイクと呼ばれる現象が観測されるのであるが，RW予測の場合，条件付期待値

がこのような価格スパイクの影響を直接的に受けるため，先渡価格推定値もスパイクをもつ可能性がある．価格スパイ

クは必ずしも持続しない特異な現象であり，スパイクのある期間に先渡価格を計算する際は，スパイクの起こった時点

のみではなく複数時点において観測された価格を平均的に考慮すべきと考えられる．また，電力価格の場合は平均回帰

性も想定されるので，この点においても，ARモデルを利用する手法がより有効であることが期待される．

6 おわりに

本論文では，JEPXスポット価格の対数系列を確定的な時間の関数であるカレンダートレンドと不確実な残差項に分

解した上で，残差項に対して状態空間モデルを適用するという枠組みで，先渡の原資産である JEPXスポット価格をモ

デル化した．さらに，Esscher変換を適用し，リスクプレミアムを考慮した先渡価格を導出した．また，2012年 4月 1

日から 2016年 12月 31日までの JEPXシステムプライスと上記期間内に取引が成立した週間 24時間型先渡価格を用い

て，提案手法を適用した際の予測精度や実績データがインプライするリスク回避係数について検証を行った．

本分析で用いたデータ期間における週間 24時間型先渡契約の取引実績においては，先渡ペイオフの平均が有意に負で

あり，受け渡し期間における原資産価格を先渡価格が上回る傾向にある．同様の傾向は，リスクプレミアムの符号にも反

映されており，提案モデル (AR予測)によって推定されるリスクプレミアムは全て正値として観測されている．このこ

とは，少なくとも分析に用いたサンプルでは，売り手側のリスクプレミアムに買い手側が同意することで取引が成立し

た可能性が高いことを示唆する．言い換えれば，売り手側にとっては，先渡期間に固定価格で取引することのリスクが

(買い手側が抱えると想定されるリスクと比べて)大きく，結果として相対的に高いリスクプレミアムを要求した上で入

札が行われる傾向があることを意味する．一方，取引件数は少ないが，仮に正のリスクプレミアムを要求されたとして

も，買い手側にとって先渡取引を行う潜在的ニーズは少なからず存在すため，売り手側リスクプレミアムを少しでも低

下させることができれば，先渡市場の活性化につながることが期待される．よって本分析結果の一つの提言として，今

後，先渡取引を活性化する上では，エネルギーデリバティブなど，売り手側のリスクを低減化し，リスクプレミアムを

低下させる仕組みを同時に整えることが重要と考えられる．

また，満期の異なる先渡が活発に取引されるようになれば，先渡価格間で裁定機会を打ち消す取引も行うことができ

るようになり，適正価格での取引を促すことにつながる．実際には，受け渡し期間が異なる先渡は取引期間も異なるの

で，このような完全な裁定機会を利用することは難しいかもしれないが，その場合でも，本論文で提案したようにスポッ

ト価格のモデルを介して適正先渡価格を推定し，先渡取引に利用することは実行可能である．これらを含めて，今後の

課題としては，提案モデルと実績先渡価格から推定されるリスクプレミアムの季節性や実績先渡価格を考慮した先渡期

間構造 (フォワードカーブ) の分析，および提案モデルを用いた先渡取引手法の構築が挙げられる．
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付録

A ファクターモデルおよびGirsanov変換との比較

本節では，提案モデルと金融工学分野における既存モデルとの関係について述べる．本節で比較対象とするモデルあ

るいは手法は，連続時間の記法に基づくため，ここでは，tを連続的な時点を表す変数，Wt = [W1,t, . . . ,Wn,t]
⊤ ∈ ℜnを

P上の n次元標準 Brown運動，{Ft}を {Wt}によって生成されるフィルトレーションとして議論を進める．

A.1 ファクターモデルおよび線形時系列モデルとの関係

先渡やデリバティブの価格付けを目的とした電力 (あるいはエネルギー等)のスポット価格については，以下に説明す

るファクターモデルを中心として様々なモデルが提案されている．Brennan and Schwartz [2] は，幾何 Brown運動に定

数コンビニエンスイールドを導入してスポット価格をモデル化し，先渡およびデリバティブ価格を導いている．平均回帰

性を考慮したOrnstein-Uhlenbeck過程として対数スポット価格表現するケース (例えば [14])を含め，これらのモデルは

1ファクターモデルと呼ばれる．Gison and Schwartz [6] は，1ファクターモデルを, コンビニエンスイールドも確率的

に変動する 2ファクターモデルに拡張し，原油先物の価格付けに対して適用している．また，Schwartz and Smith [15]

は，短期変動と均衡レベルの不確実性を 2ファクターモデルとして表現し，Gison and Schwartz [6] のモデルと比較し

ている．さらに，これらの結果を 3ファクターに拡張する試みも注目されている (例えば [3]参照)．これらのファクター

モデルは，状態ベクトルや観測出力を適切に設定することで，状態空間モデル (3.6)として表現することが可能である．

以下，2ファクターモデルである Schwartz and Smith [6] (以下 SSモデル)が，状態空間モデル (3.6)に帰着されるこ

とを示す．連続時間の記法を用いれば，SSモデルは，以下の 2次元確率微分方程式として与えられる．

dχt = −κχtdt+ σχdW1,t

dξt = µξdt+ σξdW2,t (A.1)

dt ≃ ∆t として (A.1)式を離散時間表現すると，

χ(t+1)∆t
= (1− κ∆t)χt∆t + σχ

√
∆tw1,t

ξ(t+1)∆t
= ξt∆t + µξ∆t + σξ

√
∆tw2,t (A.2)

である．従って，tを改めて離散時点を表す変数 t = 0, 1, 2, . . .とみなし,

xt+1 ≡

 χ(t+1)∆t

ξ(t+1)∆t

 , xt ≡

 χt∆t

ξt∆t

 , wt ≡

 w1,t

w2,t

 , A =

 1− κ∆t 0

0 1

 , B =

 σχ
√
∆t 0

0 σξ
√
∆t

 (A.3)

として書き直すと，(A.2)式は (3.6)式のように状態空間表現されることが分かる．ただし，(A.2)式における第 2番目の

差分方程式は定数項をもつが，このような定数項は (3.1)式のトレンド項 f(t)に含ませることができることに注意する．
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A.2 Girsanov 変換との比較

最後に，金融工学分野で頻繁に用いられる Girsanovの定理15に基づく測度変換 (以下，Girsanov変換)と，前節で導

入した Esscher変換との比較を行う．Girsanovの変換における確率変数 Zt および変換後の確率測度 P̃は，以下のよう

に定義される16．

Zt := E

 e
∫ T
0

θtdWt

E
[
e
∫ T
0

θtdWt

]
∣∣∣∣∣∣Ft

 , 0 ≤ t ≤ T (A.4)

P̃ (A) = E [IAZT ] , A ∈ FT

また，Girsanovの定理によれば，次式を満たす W̃t は，P̃の下で標準 Brown運動を与える．

dW̃t = dWt − θtdt (A.5)

今，連続時間の記法と P上の n次元標準 Brown運動Wt ∈ ℜnを用いて，ηt の従う確率微分方程式が以下のように与

えられると仮定する．  dxt = (Axt +D) dt+BdWt

ηt = C⊤xt
(A.6)

ただし，A ∈ ℜn×n, B ∈ ℜn×n, C ∈ ℜn, D ∈ ℜn は, (A.6)式と同様に定数行列 (あるいはベクトル)であるが，状態変

数 xt ∈ ℜn, 出力 ηt, およびWt ∈ ℜn は, 連続時間の確率過程であることに注意する．なお，(A.1)式を離散時間表現し

た (A.2)式と同様に，(A.6)式は離散化することで，(3.6)式のように状態空間表現される.

第 1式を xT について解いたものに ηT = C⊤xT を適用すると，次式が成り立つ．

ηT = C⊤xT = C⊤eATx0 + C⊤eAT

∫ T

0

e−AtDdt+ C⊤eAT

∫ T

0

e−AtBdWt

= C⊤eATx0 +

∫ T

0

C⊤eA(T−t)Ddt+

∫ T

0

C⊤eA(T−t)BdWt (A.7)

(A.7)式を Esscher変換における Zt, すなわち (3.2)式に代入すると，

Zt := E

 eλ
∫ T
0

C⊤eA(T−t)BdWt

E
[
eλ

∫ T
0

C⊤eA(T−t)BdWt

]
∣∣∣∣∣∣Ft

 , 0 ≤ t ≤ T (A.8)

であるが，(A.8)式は Girsanov変換における (A.4)式の Zt において，

θt ≡ λC⊤eA(T−t)B (A.9)

とすることに対応する．言い換えれば，原資産価格が (A.4)式の状態空間モデルに従い，かつ θt が (A.9)式を満たす場

合に，Girsanov変換と Esscher変換は等価な測度変換を与える．

15例えば [5] 参照.
16θt ∈ ℜn は，各要素が Ft-可測な確率過程として与えられる n 次元ベクトルであるが，本論文では，簡単のため θt ∈ ℜt の各要素は確定的な時
間の関数とする.
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B 先渡価格の理論的表現とARモデルの条件付き期待値

B.1 先渡価格の理論的表現

(3.14)式の先渡価格は，ηT − gt,T のキュムラント母関数を ϕηT−gt,T とすれば，以下のように書き直すことができる．

ηT − gt,T の標準偏差を σηT−gt,T とすれば，キュムラント母関数 ϕηT−gt,T は，

ϕηT−gt,T (x) =
σ2
ηT−gt,T

2
x2

を満たすので，(3.14)式の先渡価格は，以下のように書き表すことができる．

Ft,T = ef(T )+gt,T ×
exp

{
ϕηT−gt,T (λ+ 1)

}
exp

{
ϕηT−gt,T (λ)

}
= exp

{
f(T ) + gt,T + ϕηT−gt,T (λ+ 1)− ϕηT−gt,T (λ)

}
= exp

{
f(T ) + gt,T + σ2

ηT−gt,T ×
(
λ+

1

2

)}
(B.1)

B.2 ARモデルの条件付き期待値

(3.7)式の AR (p)において，p = 1の場合を考える．(3.7)式を再帰的に適用することにより，ηt+τ は以下のように展

開される．

ηt+τ = aτ1ηt +
(
aτ−1
1 + · · ·+ a1 + I

)
c+

(
aτ−1
1 ϵt+1 + · · ·+ a1ϵt+τ−1 + ϵt+τ

)
さらに，E [ηt+k| Ft] = 0, k = 1, . . . , τ であるので， 条件付き期待値 E [ηt+τ | Ft] は次式のように与えられる．

E [ηt+τ | Ft] = aτ1ηt +
(
aτ−1
1 + · · ·+ a1 + 1

)
c (B.2)

また，p ≥ 2の場合は，以下のような拡大系を構成することにより，p = 1の問題に帰着することができる．
ηt

ηt−1

...

ηt−p+1


︸ ︷︷ ︸

et

=


a1 a2 · · · ap

1 0 · · · 0

0
. . .

. . .
...

0 0 1 0


︸ ︷︷ ︸

A1


ηt−1

ηt−2

...

ηt−p


︸ ︷︷ ︸

et−1

+


c

c
...

c


︸ ︷︷ ︸

c

+


ϵt

0
...

0


︸ ︷︷ ︸
εt

⇔ et = A1et−1 + c + εt (B.3)

よって，(B.2)式において a1 ≡ A1, ηt ≡ et, c ≡ c とした上で条件付き期待値 E [et+τ | Ft]を計算し，

E [ηt+τ | Ft] =
[
1 0 · · · 0

]
× E [et+τ | Ft] (B.4)

とすることで E [ηt+τ | Ft]が求められる．なお，上記の条件付期待値計算の手順は，状態空間モデル (3.6)を構築するこ

とと基本的には等価である．
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